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摘 要 : 研究 支付 红利 的 期 望 终端 资产 效用 和 消费 效用 问题 . 对 一 类 CRRA 型 效用 函数 ， 运 用 Feynman- 
Kac 公式 ， 通 过 有 效 变换 ， 给 出 最 优 问题 的 值 函数 的 随机 表示 解 ， 并 用 反馈 形式 给 出 了 最 优 投资 


消费 策略 . 
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1 引言 


多 文献 都 用 随机 微分 方程 来 描述 证 券 的 价格 过 程 . MertonL 最 早 用 随机 微分 方程 研究 
常 系数 的 连续 时 间 最 优 投资 消费 问题 ， 但 没有 考虑 不 完备 市 场 中 的 随机 收入 、 红 利 支付 及 
交易 费用 等 情况 .ZariphopoulouD] 也 没有 考虑 这 些 情况 . 文献 3] 考虑 系数 与 时 间 有 关 的 红 
利 支付 的 最 优 投资 消费 问题 ， 随 后 文献 [各 考虑 有 红利 支付 和 随机 收入 的 常 系数 情 形 . 文 
献 [四 用 Legendre 变换 给 出 有 红利 支付 和 随机 收入 的 常 系数 情形 的 解析 形式 .本 文 综合 考虑 以 
上 情形 ， 研 究 有 红利 支付 的 非 线性 股票 动态 的 最 优 投资 消费 问题 ， 求 出 最 优 问 题 的 值 函数 是 
其 对 应 的 HJB 方 程 的 惟一 粘性 解 ， 证 明了 最 优 投资 消费 策略 是 存在 的 . 对 一 类 CRRA 型 效用 
函数 ， 通 过 对 值 函数 做 有 效 的 变换 ， 用 反馈 形式 给 出 了 最 优 投资 策略 和 最 优 消费 策略 ， 并 且 
用 Feynman-Kac 公式 给 出 值 函 数 的 随机 形式 解 . 


2 ”模型 的 描述 


假设 金融 市 场 上 存在 一 种 无 风险 资产 (如 银行 存款 或 债券 )， 其 价格 Bi 满足 : dB = 
rBidt，Bo = B， 常 数 r > 0 表示 银行 利率 . 另 一 种 是 风险 资产 (如 股票 )， 其 价格 $: 满 
足 dS, = jp(Se)Sidt +o(S)SidWi，So = 9 > 0， 了 天 是 定义 在 概率 空间 (Q, 入,P) 上 的 标 
准 Brownian 运动 ， 系 数 凡 : [0,+eo) 一 [0;,+co) 和 e : [0,+co) 一 [0,+eo) 是 当前 风险 资产 
价格 的 函数 ， 满 足下 面 的 条 件 使 得 上 述 风 险 资产 的 价格 方程 存在 惟一 解 . 

假设 1 对 所 有 的 5S > 0, 1(S) > 7, jp(0) = > 和 人 中 5 六 < M， 其 中 M 是正 常数 . 

假设 2 车 f 表 示 1(S)S 和 o(S)S， 则 对 所 有 S > 0， 存 在 正常 数 工 使 得 |f(S) - f(5)| < 
LIS— S|, f2(S) < L(1 + 52). 

假设 3 对 任意 的 < s < 了 TT 如果 5 > 0， 则 5S。 > 0; 如 果 S = 0， 则 5。= 0. 

给 定 到 期 时 间 陡 ， 投 资 者 可 以 任意 选取 起 始 时 间 t, 0 < t+ < T， 而 在 区 间 [t, 了 上 进行 投 
资 . r0 和 Te 分别 表 示 s 时 刻 分 别 投资 在 债券 和 股票 上 的 资产 额 ，cs 为 时 刻 s 的 消费 率 ，5 为 
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投资 者 在 单位 时 间 内 每 一 货币 单位 股票 上 所 得 的 红利 收入 ， 则 投资 者 的 资产 过 程 满足 鲜 。= 
T0 十 Ts 和 
dXs =7X,ds+ (1(Ss)+b— 7r)Tsds 一 Csds 十 al(9。)TsdIW ，Xt = 一 ZI 之 0，0<t<s<， 
对 t<s<T， 称 投资 消费 策略 (rs, cs) 为 容许 策略 ， 如 果 它 是 下 = ao(Wi : t < wu < s) 渐 进 
可 测 的 ， 且 X。 > 0， Ef csds < 十 co， Ef cl(S。)2r2ds < 十 co. 记 容 许 策略 的 全 体 为 4A. 
投资 者 的 目标 为 最 大 化 他 的 期 望 消费 效用 和 终端 资产 效用 ， 即 


¥ 
v(t,z,5) = sup E[Ui(Xz) +/ Ua(cs)ds | Xi = 7, 9: = 引 ， (1) 
(zc)EA t 


其 中 i, Uz 为 效用 函数 ， 满 足下 面 的 条 件 : 

1) UV: [0,o0) 一 [0,co) 是 严格 增 、 严 格 四 的 C2(0, +co) 函数 ; 

2) 存在 常数 M > 0 和 0 < y < 1， 使 得 UU 满足 增长 条 件 ， 对 任意 的 c > 0， 有 Ul(c) < 
MI(1+e)". 


3 ”主要 结论 
对 (1) 进行 随机 分 析 ， 应 用 随机 控制 理论 回 ， 得 到 值 函数 v 满足 的 HJB 方 程 


vt + max (30°(S)r?ves 二 ca2(S)rSuzs + (4(S) +b— r) rv | 


十 3o2(S)S2uss 十 HA(S)Sus + rzuz 十 max [- cv + U2(0)] =0. (2) 


引 理 1 最 优 问题 (1) 的 值 函数 v(t, z, S) 关于 变量 x 是 丫 函 数 和 非 降 函 数 . 

由 效用 函数 的 止 性 和 容许 策略 的 非 降 性 立即 可 得 该 结论 . 

定理 1 最 优 问题 (1) 的 值 函数 v 是 HJB 方程 (2) 的 惟一 限制 粘性 解 . 

证 明 可 参考 文献 [2] 中 Theorem 3.1 和 Theorem 3.2. 

现在 ， 考 虑 相对 厌恶 风险 (CRRA) 效用 函数 U(c) = +c?， 其 中 1 一 7Y 称 做 厌恶 风险 系数 ， 满 
足 0<1-?7Y<1， ”= 0 就 是 对 数 效 用 函数 U(c) = log(c). 

取 (z) = Uz(z) = 3227，(1) 和 (2) 分 别 变 为 


1 | 
v(t,7,S)= sup 5| XY +/ —cYds | Xi = 7, Si = 3|， (3) 
(rcls4 -7Y t 了 


1 
vt + max (30°(S)r?vos 十 ac2(S)rSucs + (US) TD 一 r) rws| 


十 22(5)5?wss 十 Hp(9)9us + rev + ma | - Cuz 十 >o] = 0. (4) 
上 式 中 的 两 个 极 值 分 别 在 下 面 点 处 取得 
7*(t, Zz, 9) ss | Svrs 十 (4(S) 十 已 一 | 7 人 ZI， 9) 一 wu 


Vzrz 02(S)vuzz 
由 引 理 1 夭 , 的 线性 性 质 ，w 可 以 写成 形式 


v(t, x, 5) = Tw, SS), (5) 
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由 (4) 得 w(t, 5S) 满足 的 方程 为 
ee jc2(S)52wss 十 [a(S)S+ 1 (8) 十 五 一 r)S]ws 


(4(S)+6— 站 
2(1 一 7)c2(9) 


本 天 一 [r 
一 7 
下 面 定 理 是 本 文 的 主要 结论 
定理 2 1) 最 优 问 题 (3) 中 的 值 函 数 v(t,zx,5S) 具有 (5) 的 表示 形式 ， 其 中 由 : [0,T] x R+ 一 
R+ 是 (6) 和 下 面 边界 条 件 的 惟一 粘性 解 
1 一 7 ca 
w(T,S) = 1， wt,0) = (1+- ) (TO 一 0 : (7) 
2) ”对 任意 的 t+< s < T， 最 优 投资 策略 7* = x*(s, XX*, Ss) 有 下 面 的 反馈 形式 
Sws(s,S) np(S)+b—r 
7*(s, 2, 5) = | a (oo) 
3) ”最 优 消费 策略 c+ = c*(s, 六 *, Ss,), t < s < 具有 下 面 的 反馈 形式 


c’*(s, Zz, S) 一 


|w+1=0. (6) 








(8) 


rx 
w(s, S$) ®) 
其 中 X* 是 下 面 随机 微分 方程 的 解 X* =rX*ds + (J(Ss)+b—7)ntds— crds +o(Ss)n*dW;. 

证 明 首先 ， 由 假设 (3) 立即 可 得 边界 条 件 (7)， 再 由 文献 [6-8] 可 证 得 方程 (6) 有 满足 边 
界 条 件 (7) 的 惟一 粘性 解 . 其次， 对 F(t,z,5) = 罕 w(t, 5S) 应 用 粘性 解 的 定义 ， 证 得 互 是 方 
程 (6) 在 0 <t< 工 和 zx > 0,S > 0 上 的 粘性 解 . 由 lim Fs(t,z,5) = +00 可 得 FF 在 0 <t< 
T, 5 > 0 上 有 粘性 下 解 。 因 此 ， 瑟 是 方程 (4) 的 限制 粘性 解 ， 在 (4) 的 粘性 解 集中 ， 又 由 于 定 
理 1 已 经 证 得 方程 (4) 粘性 解 是 惟一 的 ， 因 此 可 得 v(t,7,5) = F(t,7,5) = 守 w(t, 5)177. 

由 随机 控制 理论 四， 可 以 将 最 优 投资 消费 策略 写成 x* = x*(s, XX*, Ss) 和 c* = c*(s, XX*, S,)， 
结合 (4) 中 的 极 值 点 可 得 定理 中 的 最 优 投 资 消费 策略 (8) 和 (9). 

下 面 求解 方程 (6). 为 了 简化 起 见 ， 不 妨 设 


k(S) = Ts (5) +6—7)s, ms) = [+ 


(AU(S) 十 0 一 | 
一 7 
式 (6) 变 成 


2(1 一 7)c2(S) 1 

wt 十 3o2(S)S?uwss + [us(S)S+K(S)]uws 十 mm(S) 迪 +TI= 0， (10) 
由 Feynman-Kac 公式 00] ， 可 以 表示 上 面 方程 的 随机 解 

T 
415) = Blelr msoas 4 /ef mseuqs| 8, = S|, 
w(t, S) | +/ e s| 9: | 

其 中 5, t < s < 工 满足 方程 dq$。 = [AU(5。)5。+ k(Ss)]ds 十 o(S。)SsdWs，W, 是 定义 在 概率 空 
间 (Q, 三, Q) 上 的 标准 Brownian 运动 ， 瑟 是 对 @ 取 期 望 . 比较 上 面 的 随机 微分 方程 与 股票 的 


价格 方程 ， 它 们 很 相似 ， 只 是 有 漂移 k(5,). 
因此 ， 最 优 问题 (3) 的 随机 表示 解 为 


v(t, x, 3) = (Ele m(So)ds 十 A ef mSu)duds |3: = 3| 而 (11) 


容易 看 出 ， 当 5 一 0， 方 程 (10)“ 收 敛 ” 到 wi + 和 ww 十 1 = 0， 该 方程 的 解 为 w(t,0) = 
(+ 二 7)e?7(779 一 二 Y， 包含 边 界 条 件 (7). 
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4 结束语 


利用 随机 微分 方程 、 随 机 控制 理论 ， 对 有 红利 支付 的 非 线 性 股票 动态 的 最 优 投 资 消 费 问题 
进行 研究 ， 对 一 类 CRRA 型 效用 函数 ， 得 出 反馈 形式 的 最 优 投资 消费 策略 公式 (8) 和 (9)， 给 
出 最 优 值 函数 的 随机 表示 解 (11). 这 个 模型 可 以 用 来 描述 投资 银行 、 证 券 公司 、 政 府 部 门 等 机 
构 在 投资 决策 过 程 中 的 决策 问题 ， 有 广阔 的 应 用 前 景 . 
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Abstract: This paper discusses the problem of the expected utility from., terminal wealth and con- 
sumption with dividend payment. Through employing a transformation on the CRRA utility function, 
we are able to derive the stochastic representation of the value function by Feynman-Kac formula and 
get the optimal investment-consumption policies in the form of feedback function. 
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